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合を とする。 の要素はアルファベットの を、 の
要素には を用いる2）。
 1） Fishburn and Rubinstein ［₄］ でも代数的な枠組みが利用されているが、代数の本質である
演算には役割を与えていない。本稿では、代数的演算により一層の役割を与える。




上の可能なあらゆる完備で推移的かつ厳密な選好（complete transitive and 
strict preferences）の集合を と書く。 の異なる ₂ 個の要素のすべての順序









通常の分配則や結合則が成立する。 の任意の ₃ 個の異なる要素を とす
る。 とする時、 の推移性は、乗算と加算を用いて、
  ⑶
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表中の○印は推移律が成立するケースを示している。表より、  
の値が全て ₀ あるいは ₁ である場合が推移性を満たさないことが判
る。⑶は表の○印を許容する必要十分条件である。
2.2　社会厚生関数



































































































する。 のとる値の可能性は⑶より  






補助定理 2 　 とする。任意の異なる選択対象 にたいし、
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する。 を任意に選んでおく。補助定理 ₁ により、
二つの組 は許容可能である。選好プロファイル が
存在して、  




て、組 は許容可能であるので、ある が存在して、  
を満たす。よって、 である。これ



























　　　　［ケース ₁ ］： の場合、
　　　　［ケース ₂ ］： の場合、
　　　　［ケース ₃ ］： を異なる選択対象とするとき、
　　　　　　　　　　 となる場合、
である。それぞれについて考察する。
［ケース ₁ ］⑿の最初の等式より、 である。 につい
て⑽を適用して、 である。さらに、⑼によって
であるから、 である。
［ケース ₂ ］⑼と⑽によって が成立する。






















である。 であるから、補助定理 ₄ が成立する。
新 た な 記 号 を で か つ な ら ば
を満たすものとする。
補助定理 5　個人 が独裁者となる必要十分条件は、 に対して
であり、かつ を満たす任意の にたいし、 すな
わち が零元となることである。
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［証明］ を独裁者とする。 は明らかである。さらに、補助定理 ₄ に
より、 かつ となる任意のベクトル について、  
である。よって、 である。
逆に、任意の について、 であれば、 である。ま
た、 であれば、 となる が存在して、 を満
たす。よって、補助定理 ₄ より となる。
これは が独裁者であることを示している。
定理 1（不可能性定理）　ある個人 が一意に存在して、 であ
る。また、 を満たす任意の について
である。
［証明］補助定理 ₄ より であるので、ある に
ついて でなければならない。 を
となるベクトルとする。⒁より 、よって、 である。補
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The Algebraic Proof of Arrowʼs Impossibility Theorem
 Jun Iritani・Tomoyuki Kamo
ABSTRACT
We introduce a new algebraic tool in social choice theory.　In our 
framework, transitive preference relations are represented by solutions 
of algebraic equations over a ﬁnite ﬁeld.　We give an algebraic proof of 
Arrowʼs impossibility theorem.　The method of proof does not utilize 
the decisive structure in the social welfare function.
Keywords： Arrowʼs impossibility theorem; transitivity of preference relations; 
commutative algebra; algebraic equations.
JEL Classiﬁcation Numbers：D₇₁; D₇₂.
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